
绪论
工业机器人典型作业系统组成：机器人本体、控制柜、示教

盒、系统软件、夹具/抓手、外传感器（如视觉、力觉）、外
围设备

空间描述与变换
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] 动轴欧拉角从左往右乘
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a-b-a型欧拉角的奇异条件：𝛽 = 0, 𝜋， a-b-c型欧拉角的奇异
条件：𝛽 = ±𝜋

2
𝝎𝑎 2 = 𝑹𝑎 2 ⋅ 𝝎2 2， 𝝎𝑎 3 = 𝑹𝑎 3 ⋅ 𝝎3 3

小角度近似：{
cos(𝜑)≈1
sin(𝜑)≈𝜑
sin(𝜑)≈0

，三轴的欧拉角速度近似为姿态角速

度

机器人正/逆运动学建模及求解
关节位置：𝒒 = [𝑞1 𝑞2 … 𝑞𝑛]𝑇，旋转关节：旋转角度𝜃𝑖；移动
关节：平移位移𝑑𝑖
关节速度： ̇𝒒 = [ ̇𝑞1 ̇𝑞2 … ̇𝑞𝑛]𝑇

末端位姿：𝑿𝑒 = [𝑥𝑒 𝑦𝑒 𝑧𝑒 𝛼𝑒 𝛽𝑒 𝛾𝑒]𝑇

末端速度：𝒙̇𝑒 = [𝒗𝑇𝑒 𝝎𝑇𝑒 ]𝑇 = [𝑣𝑒𝑥 𝑣𝑒𝑦 𝑣𝑒𝑧 𝜔𝑒𝑥 𝜔𝑒𝑦 𝜔𝑒𝑧]𝑇

位置级正运动学：根据关节位置计算机械臂末端位姿𝑿𝑒 =
fkine(𝒒)
位置级逆运动学：根据机械臂末端位姿计算关节位置𝒒 =
ikine(𝑿𝑒)
一般 6R机械臂的逆运动学解的个数：最多有 16组解
6R机械臂具有解析解（封闭解）的两个充分条件：三个相邻
关节轴交于一点、三个相邻关节轴相互平行

D-H坐标系的建立：

基座坐标系{𝑥0𝑦0𝑧0}：以基座上感兴趣的位置为𝑜0、关节 1
轴为𝑧0
中间杆件坐标系{𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖}：

末端坐标系𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧𝑛：以末端感兴趣的位置为𝑜𝑛，𝑧𝑛−1为𝑧𝑛，
当𝑧𝑛−1轴沿臂展方向时，𝑥𝑛轴垂直于臂展方向，当𝑧𝑛−1轴垂
直于臂展方向时，𝑥𝑛轴沿臂展方向
D-H参数表示：
𝑎𝑖：从𝑧𝑖−1轴和𝑥𝑖轴的交点到第𝑖坐标系原点沿𝑥𝑖轴的偏置距
离；

𝛼𝑖：绕𝑥𝑖轴由𝑧𝑖−1轴转向𝑧𝑖轴的偏角；
𝑑𝑖：从第(𝑖 − 1)坐标系的原点到𝑧𝑖−1轴和𝑥𝑖轴的交点沿𝑧𝑖−1轴
的距离；

𝜃𝑖：绕𝑧𝑖−1轴由𝑥𝑖−1转向𝑥𝑖轴的关节角
相邻连杆坐标间的位姿关系：
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微分运动学、奇异分析与性能评价
微分运动学方程： ̇𝒙𝑒 = [
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𝝎𝑒
] = [𝑱𝑣(𝒒)𝑱𝜔(𝒒)

] ̇𝒒 = 𝑱(𝒒) ̇𝒒，𝑱(𝒒) ∈
ℜ6×𝑛为𝑛自由度机械臂的速度雅可比矩阵，建立了从关节速
度到末端线速度和角速度的映射关系。
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空间 3R肘机械臂的雅可比矩阵：
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构造法：雅可比矩阵第 i列𝑱𝑖 = {
[𝝃𝑖×𝝆𝑖→𝑛𝝃𝑖

],i是旋转关节

[𝝃𝑖𝟎 ],i是移动关节
，确定关

节𝑖的运动轴矢量 𝝃0 𝑖和关节𝑖到末端的牵连运动矢量 𝝆0 𝑖→𝑛
奇异：雅可比矩阵行列式为 0；
3R肘机械臂奇异：𝑠3 = 0或𝑎2𝑐2 + 𝑎3𝑐23 = 0，分别对应肘部
奇异（边界奇异，末端损失𝑥3沿臂伸展方向的平动自由度）、
肩部奇异（内部奇异，末端损失𝑧3垂直于臂型面 SEW方向的
平动自由度）

3R球腕机械臂奇异：𝑠2 = 0，损失了绕矢量±(𝑧1 × 𝑧2)或
±(𝑧1 × 𝑧0)方向的转动自由度（垂直于腕部三轴所处的面）

机器人轨迹规划方法
三次多项式插值：

𝑞𝑖(𝜏) = 𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖1𝜏 + 𝑎𝑖2𝜏2 + 𝑎𝑖3𝜏3

{𝑞𝑖(0)=𝑞𝑖0, ̇𝑞𝑖(0)= ̇𝑞𝑖0
𝑞𝑖(𝑡𝑓)=𝑞𝑖𝑓, ̇𝑞𝑖(𝑡𝑓)= ̇𝑞𝑖𝑓

，起点、终点速度为 0，四个未知数四个

方程，五次多项式同理



笛卡尔轨迹生成的途径：途径 1：先求逆运动学，再在关节
空间进行规划；途径 2：先在笛卡尔空间规划，再求逆运动
学

笛卡尔轨迹规划：路径参数化、参数时序化、时间归一化

（可选）

直线：

{{
{
{{𝑥𝑡(𝜆)=𝑥0+𝜆(𝑥𝑓−𝑥0)
𝑦𝑡(𝜆)=𝑦0+𝜆(𝑦𝑓−𝑦0)
𝑧𝑡(𝜆)=𝑧0+𝜆(𝑧𝑓−𝑧0)

，𝜆 ∈ [0, 1]

𝜆(𝜏) = 𝑎0 + 𝑎1𝜏 + 𝑎2𝜏2 + 𝑎3𝜏3

{𝜆(0)=0,𝜆(𝜏𝑓)=1𝜆̇(0)=0,𝜆̇(𝜏𝑓)=0

𝜆(𝜏) = 3( 𝜏𝜏𝑓)
2
− 2( 𝜏𝜏𝑓)
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𝜏𝑓
，𝜆( ̅𝜏) = 3 ̅𝜏2 − 2 ̅𝜏3

圆弧：

{𝑥𝑡(𝜑)=𝑐𝑥+𝑅cos(𝜑)𝑦𝑡(𝜑)=𝑐𝑦+𝑅 sin(𝜑)
，𝜑 ∈ [𝜑0, 𝜑𝑓]

𝜑(𝜏) = 𝑎0 + 𝑎1𝜏 + 𝑎2𝜏2 + 𝑎3𝜏3

{𝜑(0)=𝜑0,𝜑(𝜏𝑓)=𝜑𝑓𝜑̇(0)=0,𝜑̇(𝜏𝑓)=0

𝜆 = 𝜑−𝜑0
𝜑𝑓−𝜑0

，𝜆 ∈ [0, 1]
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𝜏𝑓
，𝜆( ̅𝜏) = 3 ̅𝜏2 − 2 ̅𝜏3

机器人静力学与动力学
机器人静力学：机器人在关节力/力矩及末端力/力矩同时作
用下处于平衡状态（状态变量不发生变化，如机器人静止）

时，关节力/力矩与末端力/力矩之间的映射关系，称为机器
人的静力学。

力雅可比矩阵：速度雅可比矩阵的转置

正向静力学方程：𝝉 = 𝑱𝑇𝑭𝑒，𝝉为机器人关节驱动力矩，𝑭𝑒
为机器人末端作用力

机器人动力学方程：

末端与环境接触时，末端操作力为𝑭𝑒，环境反作用力−𝑭𝑒，
𝑫(𝒒) ̈𝒒 + 𝒉(𝒒, ̇𝒒) + 𝑮(𝒒) = 𝝉 − 𝑱𝑇𝑭𝑒；
末端不与环境接触时，𝑭𝑒 = 𝟎，𝑫(𝒒) ̈𝒒 + 𝒉(𝒒, ̇𝒒) + 𝑮(𝒒) =
𝝉；
𝑫(𝒒)为系统等效惯性矩阵，为正定对称阵，与臂型有关。
𝑫(𝒒) ̈𝒒为惯性力；
𝒉(𝒒, ̇𝒒)为速度耦合项，即非线性力，包括科氏力和向心力；
𝑮(𝒒)为系统所受重力矩，仅与臂型相关
拉格朗日动力学方程：𝜏𝑖 = 𝑑

𝑑𝑡(
𝜕𝐿
𝜕𝑥̇𝑖
) − 𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
正向动力学：根据受力情况，计算关节运动状态，即

(𝝉 , 𝑭𝑒) ⇒ (𝒒, ̇𝒒, ̈𝒒)
逆向动力学：根据关节运动状态情况，计算受力情况，即

(𝒒, ̇𝒒, ̈𝒒, 𝑭𝑒) ⇒ 𝝉

机器人控制方法
基于被控对象状态类型的机器人控制方法分类：运动控制、

柔顺控制、视觉控制

完整的计算力矩补偿：𝝉𝑓 = 𝑫(𝒒𝑑) ̈𝒒𝑑 + 𝒉(𝒒𝑑, ̇𝒒𝑑) + 𝑮(𝒒𝑑)
惯性力补偿：𝝉𝑓 = 𝑫(𝒒𝑑) ̈𝒒𝑑
近似惯性力补偿：𝝉𝑓 = 𝐷11 ̈𝑞𝑑1 +𝐷22 ̈𝑞𝑑2 +…+𝐷𝑛𝑛 ̈𝑞𝑑𝑛
重力补偿：𝝉𝑓 = 𝑮(𝒒𝑑)
非线性力补偿：𝝉𝑓 = 𝒉(𝒒𝑑, ̇𝒒𝑑)
其他补偿：摩擦力、扰动力补偿等

柔顺控制（Compliance Control）：机器人能够顺应接触环
境的能力被称为柔顺性（compliance），与之对应的控制方式
即为柔顺控制，又叫顺应控制或依从控制。
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